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1 Un peu de géométrie algébrique

Un phénomene bien connu des géometres algébristes est que «la grande caractéristique fi-
nie» ressemble a la caractéristique nulle. Par exemple,

Théoréme 1. Soient P ... P, € Z[x1,...,Ty]. Sont équivalents :
() les P; ont un zéro commun dans C;
(77) les Pj ont un zéro commun dans une infinité de IF,,;
(1i) les P; ont un zéro commun dans tous les ¥ a un nombre fini pres.

On rappelle que, pour tout p premier, F,, est le corps Z/pZ. Pour toute puissance ¢ = p"

de p, F, est son unique extension de degré n — cest I'ensemble des racines de 2" — z. Enfin
5 = Ug Fy est la cl6ture algébrique de tous ces corps.

1.1 Construire des zéros dans C

Concentrons nous tout d’abord sur 'implication (ii) = (i). Soit X un ensemble infini de
premiers tels que que pour tout p € X, il existe z, € IE‘;” qui est un zéro commun des P;. On
considére l'anneau A = [T, x Fp, muni des opérations coordonnées par coordonnés. Alors x =
(zp)pex € A™ est un zéro commun des P; (vu comme des polyndmes sur A).

Par contre, A n’est certainement pas un corps. Il n'est méme pas réduit (il admet des divi-
seurs de zéro non triviaux). On veut donc quotienter par un idéal maximal. Mais pas n’importe
lequel : pour tout p € X, A se projette sur F,, et le noyau m,, de cette projection est un idéal
maximal. C’est I'idéal engendré par I'¢élément dont toutes les coordonnées sont égales a 1 sauf
la p-i¢me coordonnée qui est 0 — on écrira cet élément 1 — ay,, ol a,, est donc élément dont
toutes les coordonnées sont 0 sauf la p-ieme qui est 1. Ce quotient ne nous intéresse pas parce
qu’on récupere un des corps de départ (et un des zéros de départ).

Soit I I'idéal engendré par les a,,, pour tout p € X. Soit m un idéal maximal qui contient I. Il
est distinct de tous les m,, puisqu’il contient a,, ¢ m,,. Il ne contient pas non plus p (qui est dans
A la suite constante égale 2 p) : sinon on auraitp- (...p"'0p7...) = 1 - a, e m... Donc

A/m est un corps de caractéristique nulle!



On vérifie aisément qu’il est de cardinalité inférieur 4 C (qui est de méme cardinalité que R et
donc que de 27 et Z%). Aprés un choix de base de transcendance, il se plonge dans C en tant
que corps’.
L’image de = dans A/m, ainsi que son image dans C est le zéro commun des P; recherché.
De manicére semblable, en considérant les idéaux maximaux m de [], I3, on peut obtenir
Pimplication (iii) = (i). En fait, dans ce cas la [T, F;;/m est algébriquement clos et isomorphe
aC.

Remarque 2. On a fait un usage immodéré de 'axiome du choix dans cette construction (pour
trouver m et ensuite pour trouver le plongement dans C), cette construction n’est donc absolu-
ment pas constructive et je serais assez embété pour vous exhiber un zéro explicite.

1.2 Construire des zéros dans IF;

On a vu précédemment que l'existence de zéros se transfert des I, a A puis a A/m (etenfin a
C). Mais pourrait-on transférer des propriétés plus compliquées, ou transtérer dans 'autre sens
pour, par exemple, prouver 'implication (i) = (iii). Répondre a cette question nécessite de com-
prendre un peu plus finement la construction précédente. Commengons par la réinterpréter en
termes plus topologiques.

Atoutc = (cp)pex € A =TTpex Fponassocie X, = {p e X : ¢, = 0} et 2 tout idéal maximal
m de [Tpex Fp, on associe Uy = {X, : c e m}. Clest un ultrafiltre sur X7 :

¢ X elln;

*siY,ZeUyalorsY NnZ e Uy;

*siYelletY ¢ Zalors Z € 4

* pourtoutY ¢ X,onasoitY € Usoit X \Y €4l
On vérifie alors qu'on a la bijection suivante :

{Idéaux maximauxde A} < {ultrafiltres sur X }
m > Un
my = {c: X, e} “~ b1

L’idéal m,, correspond a l'ultrafiltre {Y ¢ X : p € Y} qui est dit principal en p. Les ultra-
filtres qui nous intéressent sont donc les ultrafiltres non principaux. Ils ne contiennent aucun
singleton et donc aucun ensemble fini. Ils contiennent donc tous les ensembles fini co-finis.

Ces deux ensembles d’idéaux maximaux et d’ultrafiltres sont naturellement des espaces topo-
logiques compacts et la bijection ci-dessus est un homéomorphisme :

* les fermés de I'ensemble des idéaux maximaux sont les {m : I € m} pour tout les idéaux
I de A. Cet espace topologique est appelé de le spectre de A, muni de la topologie de
Zariski®;

"Pour étre parfaitement honnéte, A/m est de méme cardinalité que C est sa cloture algébrique est isomorphe  C.

e vous laisse vérifier, il est utile de se ramener 2 des éléments ¢ € A dont toutes les coordonnées sont 0 ou 1.

3Pour ceux qui en savent trop, je vous invite 2 montrer que tous les idéaux premiers de A sont tous maximaux, et
que SpecA = Spec,,,, A est séparé.

max



* les fermés de 'ensemble des ultrafiltres sont les intersections de {41 : ¥ € 4}, pour Y ¢ X.
Cet espace est le compactifié de Stone-Cech de X pour la topologie discréte*.

On a vu plus haut que la construction de I'anneau A/m préserve I'existence de racines com-
munes aux polynémes sur Z. Mais elle préserve de nombreuses autres propriétés : elle préserve
toutes les propriétés qui sont « exprimables au premier ordre ».

Une formule (du premier ordre, dans langage des anneaux) est soit :

1. une formule de base : P(x1,...,2,) =000 P € Z[x1,...,2,];

2. une combinaison booléenne de formules plus simples : ¢ A 1), ¢ v 1) ou -3

3. une quantification sur les éléments de 'anneau d’une formule plus simple : Yz ¢ ou 3z .
Si () est une formule®, R est un anneau et r € R%, si o est vérifiée en r dans R, on écrit

RE= p(r).

On vérifie alors (cest fastidieux mais la principale difficulté est de gérer les indices) le théo-
réme suivant :

Théoréme 3 (Lo$). Soit (x) une formule et a = (ap)pex +m e Afm. Alors
Alm e ¢(a) si et seulement si {p e X : Fp, = p(ap)} € Un.

Ce théoreme sapplique plus généralement si on considere une famille (A,),ex d’anneaux
indexés par un ensemble X quelconque. L'implication (i)=(iii) en découle : s’il existe un en-
semble infini X de premiers tels que les P; n'ont pas de zéro dans F, alors pour tout ultrafiltre
non principal sur X, ona C = [T, x Fy/my et

H [ /my = Vai... Ve, \ Pi(z1,...,2m) # 0.
peX i

Jelaisse au lecteur féru de théorie des nombres algébrique le soin de démontrer que (i) = (ii);
cela dépasse le cadre ce cet exposé.

Remarque 4. Petit aparté sur les corps algébriquement clos : pour toute formule ¢ (sans va-
riables libres), les énoncés suivants sont équivalents.
1. Laformule ¢ est vérifiée dans tout corps algébriquement clos de caractéristique nulle;
2. Laformule ¢ est vérifiée dans C;
3. La formule ¢ est vérifiée dans tous les corps algébriquement clos de caractéristique pre-
micre p, sauf pour un nombre fini de p.
Léquivalence des énoncés 2 et 3 découle d’un rafhinement de la preuve que l'on vient de faire.

L¢quivalence avec nécessite un peu plus d’outils logiques, par exemple le théoreme de Lowenheim-
Skolem.

On peut en déduire un énoncé surprenant en caractéristique nulle :

iCe compactifié n’est pas entierement nécessaire pour comprendre ces questions d’existence de points, le compac-
tifié d’Alexandrov, qui n’est autre que Spec(Z), suffit amplement aux géometres algébriques munis de schémas.
>Sauf précision contraire, « peut étre un uplet de variables.



Théoreme 5 (Ax-Grothendieck). Sozt f : C" — C" une application polynomiale injective, alors
elle est surjective.

Ce résultat est clair pour les corps finis IF,. Puisque la restriction d’une injection reste injec-
tive, qu’il est vrai sur F> = Uy Fpn. Vu que (en bornant le degré sur les polynoémes) c’est un
énoncé du premier ordre, il se transfert donc a C. Par la méme preuve, cela reste vrai pour tout
endomorphisme injectif d’une variété sur C!

2 Au dela de la géomeétrie algébrique

On voudrait 4 présent se concentrer sur des corps qui ne sont pas algébriquement clos, voire
des questions plus analytiques. Le corps le plus naturel a considérer est R mais il est ordonné et
cela se préte assez mal 3 'approximation par des corps de caractéristique positive qui ne peuvent
pas étre ordonnés.

2.1 Les corps p-adiques

On va donc s’intéresser a d’autres complétions de Q qui sont des objects naturels de la théorie
(algébrique) des nombres : les corps de nombres p-adiques. Soit donc p un nombre premier.
Pour tout rationnel non nul ¢ = p"§ avec a et b premiers entre eux et premiers a p, on pose
vp(q) =n(etvy(0) = 0).

La fonction g + |gl, = p~¥#(%) est une norme, dite p-adique sur Q. Elle vérifie une version
forte de I'inégalité triangulaire appelée I'inégalité ultramétrique :

a1 + g2lp < max{|gip, [g2p}-

Ce genre d’inégalité triangulaire forte est aussi vérifiée, par exemple, par le degré sur le corps
k(t) des fonctions rationnelles sur ¢ (si 'on décide que le degré de 0 est —o0).

La géométrie de ces normes, dites non-archimédiennes, est contre-intuitive puisque tout tri-
angle est isocele et tout point d’une boule en est le centre. Il en découle que les boules ouvertes
sont des fermés (et inversement) dans la topologie induite par cette norme et donc que les seuls
sous-ensembles connexes sont les points!

On peut aussi vérifier que la boule unité fermée est un anneau : en I'occurrence, le localisé
Z(yy de Z en p dont les éléments sont les rationnels de la forme a/b ol b est premier a p. Cest
méme un anneau local donc I'idéal maximal est la boule unité ouverte.

Néanmoins, ces normes ont un contenu arithmétique évident puisqu’elles mesurent a quel
point un rationnel est divisible par p.

Comme souvent, il est plus pratique de travailler avec des espaces complets et on considere
donc la complétion Q, de Q pour cette norme | - |,. C'est le corps des nombres p-adiques. Sa
boule unité fermée est notée Z,,. Elle peut-étre présentée de plusieurs manieres diftérentes :

¢ Clestla « pro-p-complétion» de Z : on a

~ 3 T
Zp = im Z[p"Z.

n



¢ Clest I'ensemble des « développements infinis en base p» : on a
7.
Zyp={Y aip':0<a; <p}.
i
Naturellement, on peut vouloir comparer Z,, aux séries entieres sur I, 'anneau

Fp[[t]] = {Z a;it' 10 < a; < p}

muni des opérations habituelles sur les séries enti¢res (somme coefficient par coefficient et mul-
tiplication de Cauchy); alors que les opérations sur Z, étendent celles sur Z en prenant en
compte les retenues.

Remarque 6. L'anneau IF,,[[t]] est aussi un complété, le complété de IFp,[¢] pour la norme ¢-
adique définie par [t"a| = p™" si a et ¢ sont deux & deux premiers entre eux.

Une comparaison possible est donnée par 'énoncé remarquable suivant :

Théoréme 7 (Principe d’Ax-Kochen-Ershov). Pour toute formule o (sans variable libre, dans le
langage des anneanx), il existe un entier N tel que, pour tout premier p > N,

Ly & @ st et seulement si Fp[[t]] E .

Le principe d’Ax-Kochen-Ershov est un des résultats fondateurs de la « théorie des modeles
des corps valués ».

I découle du fait que, si 4l est un ultrafiltre non principal sur les premiers alors les anneaux
[T, Fpl[t]]/my et [T, Zp/my vérifient les méme formules (sans variables libres). En fait, en sup-
posant hypothese du continu, ils sont isomorphes. Ceci est de loin le résultat le plus difficile
que I'on a mentionné jusqu’a présent6 ! Le principe d’Ax-Kochen-Ershov se déduit alors immé-
diatement du théoréme de £.0§ (théoreme 3).

Une premicre application est:

Proposition 8. Sozent P, ..., P, € Z[x1,...,xy] des polyndmes. Il existe un entier N tel que,
pourtout premierp > N, toute solution commune des P; dansF), se reléve en une solution commune
dans Ly,

Le théoréme 7 n’est pas vraiment nécessaire pour 'énoncé ci-dessus qui peut se déduire direc-
tement du «lemme de Hensel ».

Démonstration. Comme [F), est un sous-anneau de [F,,[[¢]] (on I'identifie aux séries constantes),
la proposition ci-dessus est vraie dans IF,,[[¢]]. Elle est donc aussi vraie pour p suffisamment
grand par le théoréme 7. O

Un application plus difficile est :

“Il en existe de nombreuses preuves dans la littérature. Je vous recommande le texte de M. Hils, Model theory of
valued fields, Lectures in model theory. European Mathematical Society (EMS). 151-180 (2018); ou encore
mes notes de cours sur le sujet : https://www.math.ens.psl.eu/~rideau/teaching/val/vf pdf.


https://www.math.ens.psl.eu/~rideau/teaching/val/vf.pdf

Théoréme 9 (Conjecture d’Artin). Pour tout entier d, il existe un entier N tel que sip > N, tout
polynéme P sur 7, homogene de degré d en au moins d* + 1 variables a an moins un zéro non
trivial dans 7,

Ce résultat est optimal, on connait des contre-exemples pour d > 4 et p petit. Le méme ré-
sultat pour F,[[¢]] (pour tout p) est du & Lang. On en déduit le cas de Q,, (pour p > 1) par le
théoreme 7 en vérifiant que I'énoncé ci-dessus est bien du premier ordre.

2.2 Intégration motivique

On a pour l'instant surtout considéré des questions d’existence de points, mais les anneaux
Zy et Fp[[t]] ontaussi une riche structure analytique. Par exemple, ils sont munis d’une mesure
de probabilité 1 qui est invariante par translation — elle est appelée la mesure de Haar. Clest
équivalent de la mesure de Lebesgue (qui est la mesure de Haar de R).

Calculons la mesure de certains ensembles, par exemple la boule ouverte b de rayon 1 centrée
en 0 qui est respectivement pZ, ou tF,[[t]] — et qui est aussi la boule fermée de rayon p~'.
Lanneau O est couvert par p translaté de b — un par élément de O/b ~ F,,. Du coup,

pu(b) =p".

Plus généralement, une boule fermée de rayon p~* est couverte par p boules de rayon p~ D e,
par récurrence, elle est donc de mesure pt.

On peut aussi essayer de calculer la mesure de 'ensemble des carrés (si p # 2). Un élément =
de Z,, est un carré si et seulement si ||, € p*Z et x - |z, est un carré modulo pZ, (Cest encore
une conséquence de lemme de Hensel). On a donc

Z;Q =Ulz ez, |zl =p etap " +pZ, € IF;2}.

n20

. -1 .
Commeil y a ¥5= carrés non nuls dans F, on a

X -1 -(2n
M(ZpQ) = Z pT'p (2n+1)

n20

p—-1 _
= > )"
2]9 n=0

_p—l(l 1)
2 p?

_(-1*-1)
2p3 '

Pour faire bonne mesure, calculons aussi une intégrale. La fonction est ||, est constante égale



Ap" sur p"Z, \ p"*17Z,, qui est couvert par p — 1 translatés de p"*'7Z,,. On a donc :

fZ zf3dp(z) = Y p~"(p - 1)p ")
P

n=0

p-1 _
_ Zp (s+1)n
P nx0

- 1%1 (1 _p—(5+1))

p- 1 -3
= 2 (p -D ) .
p

On remarque que les résultats de tous ces calculs ont une forme assez similaire. Et ce n’est pas
un hasard” :

Théoreme 10 (Denef). Soit X ¢ Zy; définissable par une formule (dans le langage des anneanx)
etsoit f € Qp(z1,...xy). Alors

[ 1f@) s e Q).

De plus la fonction obtenue est « uniforme en p» mais cette uniformité est un peu subtile.
Soient P e Z[z1 ..., zn] et Xp = {z € Zy : |P(x)| < 1}. Alors

(X)) = ~#H{x e E : P(@) =0}

qui dépend donc du nombre de pointdansF), d’'une variété algébrique sur Z (toujours laméme!).

Comme on I'a vu précédemment dans les exemples précédents, ce genre d’uniformité en p
est expliquée par un objet en caractéristique zéro. Un bon candidat ici est (T, Fp/mg)[[t]] =
k[[t]] ot U est un ultrafiltre non principal sur les premiers.

Comme k est infini, toute mesure invariante par translation sur k[[¢]] est nulle. On n’a pas
d’intégrale au sens classique sur ce corps. Mais cela n’arréte pas un algébriste! A défaut de mesure,
on peut construire un «invariant additif universel».

Notons Vary, I'ensemble des variétés sur k — les plus simples d’entres elles, les variétés affines,
sontles lieux de zéros de polynémes sur ;, le reste des variétés est obtenu en recollant des variétés

affines. On note

Ko(Vary) = VE\/B ZIVIK[V]=[U]+[W]:V~UuW)

le groupe abélien libre engendré par les éléments de Vary, quotienté par la relation dtre iso-
morphe a 'union disjointe de deux autres variétés. On munit de groupe d’'une multiplication
par [V]- [W]=[V xW].

La fonction [] : Var, — Ko(Vary) est une mesure additive que 'on pourrait rendre o-
additive quitte a compléter Ko(Vary). Son seul défaut est de ne pas étre a valeur réelle... Mais

’On nage a présent dans des eaux profondes. Les résultats qui suivent reposent tous sur des preuves complexes
dont le principe d’Ax-Kochen-Ershov (théoreme 7) n’est que la prémisse.



elle est universelle par construction : toute mesure additive sur Vary, se factorise a travers [-]. En
particulier, on a une fonction #p, : Ko(Vary) — Z telle que #r, ([V]) = #V ().

On peut alors développer une théorie de I'intégration sur k[[¢]] pour la «mesure» [-] et
les fonction définissables — c’est-a-dire essentiellement les fonctions qui (par morceaux définis-
sables) sont de la forme v, (P(x)) ot P € Z[x1, ..., xy]. On en déduit le résultat d’'uniformité
promis. On note L € Ko(Vary), la classe de la droite affine sur &.

Théoreme 11 (Denef-Loeser). Sozt f : Zy — Z(resp. f : Fp[[t]]" — Z) une fonction définissable
uniformément en p > 1. Il existe F' € Ko(Vary, ) [IL 1] (¢) tel que, pour tout p > 1,

[ F@)dz = #5,(F) (7).

Ce genre de résultats peut permettre, par exemple, de transférer le lemme fondamental du
programme de Langlands — qui sexprime comme une égalité d’intégrale p-adiques — entre
F,[[t]] et Zy,, pour p > 1.
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