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Lorsqu’on veut attraper un chamallow, on repere d’abord sa position dans
P’espace avec nos yeux, puis on doit ensuite déplacer la main sur sa position. Pour
bouger notre main, nous agissons uniquement sur la longueur de nos muscles.
Il faut alors résoudre un probléme cinématique inverse, qui consiste a trouver
quelles sont les longueurs de muscle qui nous permettent de positionner la main
sur le chamallow. Cela revient a résoudre un systémes d’équations polynomiales
en plusieurs variables. Nous allons voir ici une suite de méthodes qui permettent
de trouver toutes les solutions complexes d’une équation polynomiale en une
variable d’abord, puis d’un systeme d’équations en plusieurs variables.

I. Le cas une variable

La premiere question qu’on peut se poser est comment représenter une solution
d’une équation polynomiale. En effet, au-dela du degré 4, on sait depuis Ruffini,
Abel et Galois que les solutions ne peuvent pas forcément s’écrire avec des
formules par radicaux. Cependant, on peut représenter chacune de ses solutions
sous la forme d’un programme, qui prend en entrée un entier k, et renvoie la
k-ieme décimale de la solution représentée. Cela revient a écrire un programme
qui permet d’approcher un nombre aussi pres que l'on veut.

I.1 Méthode de Newton en une variable

La méthode de Newton est peut-étre la méthode la plus connue pour approcher
une solution d’équation polynomiale en une variable, a condition de connaitre



une solution approchée.

Dans cette section, on considére un polynéme univarié f(z) de degré d a coeffi-
cients réels ou complexes.

a) Approximation numérique

Etant donné le polynéme f, on peut lui associer 'opérateur de Newton N (2) =
z— %, défini pour tout z tel que f'(z) # 0. Pour un nombre complexe initial
zo donné, on peut définir la suite de Newton par récurrence, tant que f’(z) # 0

Zk+1 — N(Zk) = Zk —

Etant donné une racine ¢ de f telle que f/(¢) # 0, il existe un disque D centré
en ( et de rayon strictement positif tel que pour tout zy € B, la suite de Newton
converge vers (. Réciproquement, pour un nombre complexe zy donné, on peut
utiliser la théorie de Kantorovich (Dedieu 2006, Théoréme 88) pour déterminer a
f(z0)
1 (20)

. Si rK <1, alors le disque de rayon r centré en z

priori si la suite de Newton va converger vers une racine de f. Soient r = 2

17(z)
f(z0)
contient une unique solution ¢ de f(z) = 0 et la suite de Newton avec valeur
initiale zo converge vers (. Dans ce cas, la convergence est méme quadratique, au
sens ol il existe une constante C' telle que |¢ — 2| < C(1/2)2" 1. De fagon plus
générale, on dit que le bassin de convergence de ( est I’ensemble de points zg
tels que la suite de Newton initialisée en zy converge vers (. Ces bassins sont
illustrés en Figure 1.

et K = SUP|, | <r

Des travaux ont aussi montré que ’on peut construire un ensemble S; C C de
O(dlogd) points complexes répartis uniformément sur O(log d) cercles de rayons
assez grands, tel que pour chaque racine ¢ de f, il existe un point de S; dans
son bassin de convergence (Hubbard, Schleicher, et Sutherland 2001).

b) Certification par intervalle

La méthode de Newton peut aussi étre utilisée pour garantir ’existence d’une
solution dans un intervalle réel ou dans un boite complexe I de centre zg. En
supposant que f est injective sur I, 'idée est d’utiliser le théoreme du point fixe
sur la fonction suivante:

f(20)
g9(z) = 20 Aze)
ou Af(z,20) = %ﬁé%) si z # zp et f/(z0) sinon (Neumaier 1990, vol. 37,
sect. 5.4). En effet on peut remarquer que g(z) = z implique f(z) = 0. Ainsi,
si Ay(I,zp) ne contient pas 0 et si g(I) C I, alors le théoréeme du point fixe
de Brouwer (Brouwer 1912) garantit qu’il existe un point z dans I tel que



Im(z)

Figure 1: Les bassins de convergences des racines du polynémes z°° 4 8z° —
8024 + 2023 — 22 + 1, ainsi que les deux cercles rapprochés sur lesquels choisir

les points initiaux pour la méthode de Newton.



g(z) = z. On a ainsi la garantie que I contient une racine de f. Réciproquement,
la propriété de convergence quadratique de la suite de Newton implique que ce
prédicat sera satisfait pour un intervalle assez petit autour d’une racine simple.

1.2 Méthode de Weierstrass

La méthode de Weiertrass décrite d’abord en 1891, puis redécouverte par Durand
et Kerner en 1966, permet d’approcher simultanément toutes les racines d’un
polynémes univarié. Elle s’appuie sur une généralisation de la méthode de Newton
au cas de plusieurs polyndmes en plusieurs variables.

a) Méthode de Newton en plusieurs variables

La méthode de Newton se généralise directement pour les systémes de n équations
polyndmiales en n variables de la forme:

fl(Zl,...,Zn) = O

fn<2’17...,2n) =0

On notera F' V’application polynomiale de C" dans C™ qui au vecteur Z =
(21,-..,2n) € C™ associe le vecteur (f1(Z),..., fn(Z)). On notera aussi J(Z) la
matrice jacobienne de F en Z définie ainsi:

8h(z) .- o(z)
2= :
(2) e 3@

On peut alors définir la suite de Newton par récurrence comme dans le cas
univarié:

Zys1 = N(Zy) = Zy, — J(Z) "' F(Z).

La théorie de Kantorovich s’applique alors de fagon similaire, et garantit que la
suite de Newton converge vers une racine du systéme F(Z) = 0 pour pour un
vecteur initial de nombres complexes Zj assez proche (Dedieu 2006, Théoréme
88).

b) Approximation simultanée des racines d’un polynéme

La méthode de Weierstrass consiste & appliquer tout simplement la suite de
Newton au systeme d’équations polynémiales associé aux relations de Viéte entre



les coefficients et les racines d’un polynémes. En effet, en écrivant un polynéme
f(z) sous sa forme factorisée et développée, on a:

(z—=C)-(2=Ca) = fo+ - far12¥ 4+ 2.

Si on connait les f;, et que l'on considere les (; comme inconnues, cela nous donne
un systeme de d équations en d inconnues. En choisissant bien le vecteur initial
de d points complexes, la suite de Newton définie pour un systémes multivarié
introduite en section précédente converge alors vers un vecteur de toutes les
solutions de f.

1.3 Méthode d’Ehrlich-Aberth

La méthode d’Ehrlich-Aberth est une autre variante de la méthode Newton qui
permet d’approcher rapidement le vecteur des solutions d’un polynoéme f. Le
principe de cette méthode consiste a effectuer un préconditionnement numérique
de f avant d’appliquer la suite de Newton. Supposons que ’on connaisse des

approximations numériques zo, ..., 24 des racines (3,...,(y de f et que 'on
_ f(z)

. . .  (zm2)(z=za)’
une approximation de la fonction z — (7. Hors, pour une fonction linéaire, la

suite de Newton converge en une étape vers son unique racine. Empiriquement,
on s’attend donc a ce que la suite de Newton appliquée en g converge plus
rapidement que appliquée en f. Par ailleurs, I'utilisation des autres racines
approchées dans la formule introduit un effet répulsif, qui permet d’éviter que
plusieurs points convergent vers la méme racine. Pour approcher la racine (7, on
peut alors introduire 'opérateur d’Ehrlich-Aberth:

cherche la racine ¢;. On introduit alors la fonction g(z) qui est

EAi(z) =2z — 9(2)

9'(2)
1
=z— .
f'(2) d 1
f(:) - Zj=2 z—2zj
De facon similaire, on peut introduire les opérateurs EA,, ..., EA . L’algorithme

d’approximation simultanée des racines consiste alors a choisir un vecteur ini-
tial de d points complexes, puis d’appliquer alternativement les opérateurs
EAq,...,.EA;,EAq,... . EA4;, EA4,. ...

I.4 Choix des points initiaux

Un élément crucial de toutes les méthodes présentées précédemment est le choix
du point ou des points initiaux. Une facon de choisir ces points est de voir
I’évaluation d'un polynéme en un point zp comme la combinaison linéaire de
d+1 termes de la formes ¢;(z9) = fjz}. De plus, pour un nombre complexe z
on note k1(29) et k2(20) les indices des deux termes dont les valeurs absolues
sont les plus grandes.



Le choix des points approchant les racines se fait alors avec ’idée suivante. Si
¢ est une racine de f, cela signifie que les deux termes de plus grands modules
sont du méme ordre de grandeur pour pouvoir se compenser. On choisit donc
comme racines approchées des points zg tels que |tx, (20)| = |tk,(20)|. Ces points
peuvent s’obtenir de fagon géométrique avec le polygone de Newton.

Le polygone de Newton est ’enveloppe convexe inférieure des d 4+ 1 points
P; = (j,—1log|f;]) pour 0 < j <d, comme sur la figure 2. Si P, P} est une aréte
du polygone de Newton de pente a, alors, pour tout zg € C tel que |29| = €%, on
a [tr, (20)| = tr, (20)]-

Pour les méthodes de Weierstrass et de Ehrlich-Aberth, en choisissant au hasard
le vecteur de points initiaux, la suite de Newton converge vers les solutions de f
avec grande probabilité. Cependant, le logiciel MPsolve utilise plutét les points a
l’aide du polygone de Newton, ce qui permet en pratique d’avoir une convergence
plus rapide vers les solutions de f (Bini et Fiorentino 2000; Bini et Robol 2014).
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Figure 2: Polygone de Newton associé¢ a un polynéme de degré 9

II. Le cas plusieurs variables

Dans le cas d’un systéme polynoémial en n variables avec n > 2, la méthode
de Newton ne permet de trouver les solutions que si 'on connait déja une
racine suffisamment proche. Dans le cas univarié, on a vu qu’il était possible
de trouver les racines d’un polyndéme en partant d’un ensemble quelconque de
points, en utilisant les méthodes de Weierstrass ou de Ehrlich-Aberth. Dans le cas
multivarié, il est aussi possible d’obtenir les racines d’un systeme de polynomes
en utilisant des méthodes dites d’homotopie. Comme pour le cas univarié, on
utilisera comme points initiaux des solutions de systémes binomiaux, c’est a
dire dont les polyndémes n’ont que deux termes chacun. Dans cette section on
s’intéressera uniquement au solution dans C\ 0, & savoir les vecteurs de solutions
pour lesquels toutes les coordonnées sont des nombres complexes non nuls.

I1.1 Systémes binomiaux

Le cas des systemes binomiaux est tres intéressant car il peut se résoudre avec
de l'algebre linéaire sur les vecteurs d’exposants. Sans restriction de généralité,
ce systeme est de la forme:



a

Uy = 211'1 s Zgll’" =1
a

Up ‘= Zln’l s ZZ"’” =1

Soit A = (ai,j)1<i,j<n la matrice des exposants de ce systeme. En utilisant la
décomposition de Smith, on peut trouver des matrices S, D,T a coefficients
entiers, telles que

D = SAT ,

avec D une matrice diagonal, et S et T" des matrices inversibles dans Z. Ainsi,
en appliquant les changements de polynémes et de variables suivant:

S1,1 S1,n ti,1 tn,1
V1 = Uy e Up Y1 =2 ce e Zn
Uy = uin,l . ui’n,n Yp = Zil,n . Z};Ln,n

on obtient le systéme d’équation v; = 1, ol chaque équation est en une variable,
de la forme yidi = 1. Les solutions de ce systéme sont des racines de I'unité, et
le changement de variable que nous avons introduit nous permet de retrouver
ainsi toutes les solutions du systemes de départ en les variables z1, ..., z,. Cette
approche est notamment utilisée comme point de départ pour trouver toutes les
solutions d’un systeme polynoémial avec des équations ayant plus de deux termes
(Huber et Sturmfels 1995, sect. 3).

I1.2 Méthode de continuation homotopique

Dans le cas général, les solutions d’un systeme d’équations polynomiales en plu-
sieurs variables peuvent se trouver avec la méthode de continuation homotopique.
Soit F(Z) = (f1(Z),..., fn(Z)) une fonction polynomiale de C™ dans C™ dont
on veut trouver les racines Z telles que F(Z) = 0. Supposons que G est une
autre application polyndémiale de C"* dans C" dont on connait les racines. On
peut alors introduire une nouvelle variable ¢, et déformer la fonction G vers F
avec la fonction suivante:

Ht,Z)=(1-t)G(Z)+tF(z2)

En particulier, H(0,Z) = G(Z) et H(1,Z) = F(Z). Si on connait Z; une racine
de GG, on peut alors remarquer que pour un réel € > 0 pas trop grand, Zj
sera un point proche de la racine de H(e, Z) = 0. Ainsi, on pourra utiliser 2
comme point de départ d'une méthode de Newton pour trouver une racine Z.
de H(e,Z) = 0. On peut ensuite & nouveau ajouter € et trouver une racine
de H(2e,Z) = 0 en appliquant une méthode de Newton & partir de Z.. Petit



a petit, sous certaines hypotheses vérifiées génériquement, cette approche par
continuation nous permettra au final de retrouver Z; une racine de H(1,7) =
F(Z) = 0. Cette approche dite de continuation homotopique permet de résoudre
un grand nombre de systémes d’équations polynomiales, et est implantée dans
plusieurs logiciels, comme PHCpack ou HomotopyContinuation. j1 par exemple.
De nombreuses optimisations peuvent étre utilisées dans 1’étape de suivi de
solutions. En particulier, a la place de Zy comme point initial de la méthode de
Newton pour trouver une solution de H (e, Z) = 0, on peut utiliser un prédicteur,
qui calcule un autre vecteur initial Zj. Ce vecteur Z{ peut étre obtenu par
exemple a I'aide d’une approximation de Padé de H(t,Z) autour de ¢t = 0 et
Z = Z (Telen, Van Barel, et Verschelde 2020).

I1.3 Choix du systéeme de départ

Afin de trouver toutes les solutions d’un systéme F'(Z) = 0 avec une méthode de
continuation homotopique, le systémes de départ G(Z) = 0 doit avoir le méme
nombre de solutions que le systeme F(Z) = 0.

Une fagon de compter le nombre de solutions du systéme F'(Z) = 0 dans (C\{0})™
est de définir des polygones associés a chaque polynome, et de calculer un volume
associé a leur somme de Minkowski. Etant donnés k ensembles Ey, ..., Ej de
R"”, leur somme de Minkowski notée E; + - -- 4+ Fj est ’ensemble des points ¢
tels que g =p1 +---+pg avec p1 € B, -+ ,pr € Eg.

Le théoréeme principal requiert 'introduction de quelques définitions et notations.
A chaque polyndéme f on peut associer son support qui est ’ensemble des vecteurs
d’indices o = (ky, ..., k) tels que les coefficients de 2% - - - z,*» dans f soient
non nuls. On définit ensuite le polygone de Newton de f comme l'enveloppe
convexe des points (k1, ..., k) apparaissant dans le support de f. Etant donnés
n polygones Py, ..., P, et n nombres réels positifs Ai,..., \,, on note \;P; le
polygone P; dont les longueurs sont multipliées par A\;, et My P + --- + A\, Py,
la somme de Minkowski de ces polygones. Si on considere Aq, ..., \,, comme des
variables symboliques, alors le volume V' (Aq, ..., A, ) du polygone \y Py +- - -+ A, Py,
est un polynéme homogene de degré n en Ay, ..., A\, . On définit alors le volume
mizte de n polygones dans R% comme le coefficient du mondéme \; - - - A, dans le
polynéme V(A1,...,\n).

On peut maintenant énoncer le théoréme principal qui permet de compter le
nombre de solutions d’un systéme polynomial.

Theorem 1 (Bernstein, Khovanskii, Kushnirenko) Le nombre de racines
dans (C\ {0})™ d’un systéme générique d’équations f1 = --- = f, = 0 avec
supp(f;) = P; est n! fois le volume mixte de Pi,...,P,.

Apres avoir trouvé le nombre de solutions, on peut construire un systéme de départ
G(Z) = 0 qui aura le méme nombre de solutions que F'(Z) = 0. Il existe plusieurs
facons de construire le systéme de départ. En particulier, il peut étre construit
par exemple en utilisant les facettes de la somme de Minkowski P; + --- + P,.


https://github.com/janverschelde/PHCpack
https://www.juliahomotopycontinuation.org/

Dans ce cas, on parle d’homotopie polyhedrale (Huber et Sturmfels 1995).

I1.4 Homotopie et robotique

Au final, si on veut fabriquer un robot capable d’attraper un chamallow, on
peut modéliser les différentes liaisons mécaniques de son bras articulé a ’aide
d’équations polynomiales qui représentent des contraintes géométriques. Puis le
robot pourra identifier la position du chamallow a ’aide d’un systeme de plusieurs
caméras pour reconstruire sa position en trois dimensions, et résoudre avec des
méthodes de continuation homotopique le systéme d’équations polynoémiales
dont les solutions correspondent & placer sa main sur le chamallow !
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